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MỞ ĐẦU

1 Tổng quan tình hình nghiên cứu

Nguyên lí ánh xạ co Banach trên không gian mêtric đầy đủ là một kết quả

nổi bật trong Giải tích. Kết quả này được nhiều tác giả quan tâm nghiên cứu

và mở rộng cho nhiều ánh xạ trên nhiều không gian khác nhau [3]. Năm 2009,

trong [18], Q. Zhang và Y. Song đã mở rộng ánh xạ co thành dạng ϕ-co yếu

suy rộng trong không gian mêtric và đã chứng minh định lí điểm bất động

cho dạng ϕ-co yếu suy rộng này.

Tiếp đến năm 2010, trong [14], M. A. Khamsi đã giới thiệu một khái niệm

mêtric suy rộng mới gọi là kiểu-mêtric và thiết lập được một số định lí về

điểm bất động chung trong không gian này. Tuy nhiên, còn nhiều dạng định

lí điểm bất động trong không gian mêtric chưa được thiết lập trong không

gian kiểu-mêtric.

Ở trong nước, hướng nghiên cứu về định lí điểm bất động trên không gian

mêtric suy rộng cũng được một số tác giả quan tâm nghiên cứu. Ở Trường

Đại học Vinh, một số tác giả quan tâm đến một số dạng mở rộng cụ thể

của định lí co. Năm 2012, K. P. Chi và các cộng sự đã chứng minh định lí

điểm bất động cho các lớp ánh xạ thỏa mãn điều kiện co Ćirić trong [13];

thiết lập và chứng minh định lí co Meir-Keeler dựa trên các lớp ánh xạ T -co

trong [5]. Ở Trường Đại học Đồng Tháp, một số tác giả quan tâm đến một

số dạng định lí điểm bất động trên không gian mêtric và không gian mêtric

suy rộng. Trong [2], N. V. Dung và các cộng sự đã chứng minh rằng không
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gian 2-mêtric là chính quy và trình bày mối quan hệ giữa hội tụ trong không

gian 2-mêtric và không gian mêtric. Năm 2013, N. V. Dung [6] đã mở rộng

kết quả của M. E. Gordji và các cộng sự trong [9]; N. T. Hieu và các cộng

sự [11] đã mở rộng kết quả của E. Karapinar và các cộng sự trong [13]. Gần

đây, trong [10], tác giả N. T. Hieu và V. T. L. Hang đã thiết lập và chứng

minh được định lí điểm bất động kép cho ánh xạ α-ψ-co trong không gian

kiểu-mêtric sắp thứ tự.

Từ những vấn đề trên, chúng tôi đặt vấn đề mở rộng những kết quả đối

với không gian mêtric trong [18] cho không gian kiểu-mêtric.

2 Tính cấp thiết của đề tài

Khi nghiên cứu về không gian kiểu-mêtric chúng tôi nhận thấy có nhiều

định lí của không gian mêtric chưa được mở rộng vào không gian kiểu-mêtric,

trong đó có định lí điểm bất động cho dạng ϕ-co yếu suy rộng. Do đó, chúng

tôi đặt vấn đề tương tự hoá những kết quả đối với dạng ϕ-co yếu suy rộng

trên không gian mêtric trong [18] cho không gian kiểu-mêtric.

Việc nghiên cứu đề tài này sẽ góp phần giải quyết bài toán điểm bất động

cho dạng ϕ-co yếu suy rộng trong không gian kiểu-mêtric. Qua đó, đề tài góp

phần nâng cao chất lượng học tập và nghiên cứu các môn học Giải tích trong

chương trình Đại học Sư phạm ngành toán.

3 Mục tiêu nghiên cứu

- Thiết lập, chứng minh định lí điểm bất động đối với dạng ϕ-co yếu suy

rộng trong không gian kiểu-mêtric.

- Xây dựng ví dụ minh hoạ cho kết quả đạt được.
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4 Cách tiếp cận và phương pháp nghiên cứu

Cách tiếp cận: thiết lập dạng ϕ-co yếu suy rộng trong không gian kiểu-

mêtric từ dạng ϕ-co yếu suy rộng trong không gian mêtric và sử dụng những

kĩ thuật tương tự như trong không gian mêtric để chứng minh định lí điểm

bất động trong không gian kiểu-mêtric.

Phương pháp: nghiên cứu tài liệu, bằng cách tương tự những kết quả đã

có để đề xuất kết quả mới. Các kết quả này được thảo luận chi tiết với các

tác giả cùng lĩnh vực nghiên cứu.

5 Đối tượng và phạm vi nghiên cứu

Đề tài nghiên cứu định lí điểm bất động cho dạng ϕ-co yếu suy rộng trong

không gian kiểu-mêtric.

Đề tài thuộc lĩnh vực lí thuyết điểm bất động trong không gian mêtric

suy rộng.

6 Nội dung nghiên cứu

Đề tài nghiên cứu định lí điểm bất động cho dạng ϕ-co yếu suy rộng trong

không gian kiểu-mêtric. Nội dung chính của đề tài được trình bày trong

2 chương

Chương 1: Trình bày những kiến thức chuẩn bị.

Chương 2: Trình bày định lí điểm bất động cho dạng ϕ-co yếu suy rộng

trong không gian kiểu-mêtric và áp dụng.
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CHƯƠNG 1

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ

1.1 Dạng ϕ-co yếu suy rộng trong không gian mêtric

Trong mục này, chúng tôi trình bày những kiến thức cơ bản về dạng ϕ-co

yếu suy rộng trong không gian mêtric.

1.1.1 Định nghĩa ([8], trang 70). Giả sử (X, d) là một không gian mêtric

và T : X −→ X là một ánh xạ. T được gọi là một ánh xạ co nếu tồn tại

k ∈ (0, 1) sao cho d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y) với mọi x, y ∈ X.

1.1.2 Định nghĩa ([1]). Giả sử (X, d) là một không gian mêtric và T :

X −→ X là một ánh xạ. T được gọi là một ánh xạ ϕ-co yếu nếu tồn tại

ϕ : [0,+∞) −→ [0,+∞) sao cho ϕ(t) > 0 với mọi t > 0, ϕ(0) = 0 và

d(Tx, Ty) ≤ d(x, y)− ϕ
(
d(x, y)

)
với mọi x, y ∈ X.

1.1.3 Nhận xét ([16]). Ánh xạ co là trường hợp đặc biệt của ánh xạ ϕ-co

yếu với ϕ(t) = (1− k)t, t ≥ 0, k ∈ (0, 1).

1.1.4 Định nghĩa ([15], Definition 7.0.1). Giả sử (X, τ) là một không gian

tôpô và ϕ : X −→ R là một ánh xạ. Khi đó ϕ được gọi là nửa liên tục dưới

tại x0 nếu với mỗi ϕ(x0) ∈ (r; +∞) thì ảnh ngược của tập nửa mở (r; +∞)

được chứa trong tập mở U ∈ X chứa điểm x0. Nghĩa là tồn tại tập mở U ∈ τ

sao cho x0 ∈ U ⊆ ϕ−1(r; +∞), với mọi ϕ(x0) ∈ (r; +∞).
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Ánh xạ ϕ được gọi là nửa liên tục dưới trên X nếu như ϕ nửa liên tục

dưới tại mọi điểm x0 ∈ X.

1.1.5 Bổ đề ([15], Proposition 7.1.1). Cho (X, d) là một không gian mêtric.

Một hàm số ϕ : X −→ R là nửa liên tục dưới tại điểm x0 ∈ X nếu và chỉ nếu

ϕ(x0) ≤ lim inf
x→x0

ϕ(x).

Theo [4, Định lí 4], ta có bổ đề sau:

1.1.6 Bổ đề. Nếu ϕ : X −→ X là một ánh xạ liên tục và lim
n→∞

xn = x thì

lim
n→∞

ϕ(xn) = ϕ(x).

1.2 Không gian kiểu-mêtric

Trong mục này, chúng tôi trình bày những kiến thức cơ bản về không gian

kiểu-mêtric được dùng trong đề tài.

1.2.1 Định nghĩa ([14], Definition 2.7). Cho X là một tập khác rỗng, K ≥ 1

là một số thực và D : X × X −→ [0,+∞) là một hàm thỏa mãn các điều

kiện sau:

(1) D(x, y) = 0 khi và chỉ khi x = y,

(2) D(x, y) = D(y, x) với mọi x, y ∈ X,

(3) D(x, z) ≤ K
[
D(x, y1) + . . .+D(yn, z)

]
với mọi x, y1, . . . , yn, z ∈ X.

Khi đó, D được gọi là một kiểu-mêtric trên X và (X,D,K) được gọi là một

không gian kiểu-mêtric.

1.2.2 Nhận xét.

(1) (X, d) là một không gian mêtric khi và chỉ khi (X, d, 1) là một không gian

kiểu-mêtric.
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(2) Trong [12] các tác giả đã xét một không gian kiểu-mêtric khác, trong đó

điều kiện (3) của Định nghĩa 1.2.1 được thay bởi điều kiện sau

D(x, z) ≤ K
[
D(x, y) +D(y, z)

]
với mọi x, y, z ∈ X.

1.2.3 Định nghĩa ([14], Definition 2.8). Cho (X,D,K) là một không gian

kiểu-mêtric và {xn} là một dãy trong X. Khi đó

(1) Dãy {xn} được gọi là hội tụ đến x ∈ X, kí hiệu là lim
n→∞

xn = x, nếu

lim
n→∞

D(xn, x) = 0. Khi đó x được gọi là điểm giới hạn của dãy {xn}.

(2) Dãy {xn} được gọi là một dãy Cauchy nếu lim
n,m→∞

D(xn, xm) = 0.

(3) Không gian (X,D,K) được gọi là đầy đủ nếu mỗi dãy Cauchy trong

(X,D,K) là một dãy hội tụ.

1.2.4 Nhận xét. Trong không gian kiểu-mêtric, tôpô được hiểu là tôpô cảm

sinh bởi sự hội tụ của nó. Điều này có nghĩa là tập A mở trong không gian

kiểu-mêtric khi và chỉ khi với mỗi x ∈ A, lim
n→∞

xn = x, tồn tại n0 sao cho

xn ∈ A với mọi n ≥ n0. Khi đó, kiểu-mêtric D : X ×X −→ [0,+∞) là liên

tục tại (x, y) nếu và chỉ nếu lim
n→∞

D(xn, yn) = D(x, y) với mọi dãy {xn}, {yn}

mà lim
n→∞

xn = x, lim
n→∞

yn = y.

1.2.5 Ví dụ. Xét X = {0, 1, 2} và D xác định bởi

D(0, 0) = D(1, 1) = D(2, 2) = 0, D(1, 2) = D(2, 1) = 4,

D(0, 1) = D(1, 0) = D(0, 2) = D(2, 0) = 1.

Khi đó (X,D,K) là một không gian kiểu-mêtric đầy đủ với K = 2.

Chứng minh. Với mọi x, y ∈ X, ta có

D(x, y) ≥ 0,

D(x, y) = 0 khi và chỉ khi x = y,
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D(x, y) = D(y, x).

Với mọi x, y1, . . . , yk, y ∈ X, ta cần chứng minh

D(x, y) ≤ 2
[
D(x, y1) + . . .+D(yk, y)

]
. (1.1)

Chúng ta xét các trường hợp sau:

Trường hợp 1.D(x, y) = D(0, 1) = 1. Ta có thể giả thiết y1 = . . . = yk = 2.

Khi đó

D(0, 1) = 1 < 10 = 2[D(0, 2) +D(2, 1)].

Trường hợp 2.D(x, y) = D(0, 2) = 1. Ta có thể giả thiết y1 = . . . = yk = 1.

Khi đó

D(0, 2) = 1 < 10 = 2[D(0, 1) +D(1, 2)].

Trường hợp 3.D(x, y) = D(1, 2) = 4. Ta có thể giả thiết y1 = . . . = yk = 0.

Khi đó

D(1, 2) = 4 = 2[D(1, 0) +D(0, 2)].

Từ các trường hợp trên, chứng tỏ kết luận (1.1) là đúng. Vậy D là một

kiểu-mêtric trên X với K = 2.

Mặt khác, giả sử {xn} là một dãy Cauchy trong (X,D,K). Khi đó

lim
n,m→∞

D(xn, xm) = 0.

Do đó với ε =
1

2
, tồn tại n0 sao cho với mọi m,n ≥ n0 ta có D(xn, xm) <

1

2
.

Vậy D(xn, xm) = 0 với mọi m,n ≥ n0. Khi đó xn = xm = xn0 với mọi

m,n ≥ n0. Suy ra lim
n→∞

xn = xn0. Vậy {xn} là một dãy hội tụ.

Do đó (X,D,K) là một không gian kiểu-mêtric đầy đủ với K = 2.

Trong [10], các tác giả đã chứng tỏ rằng kiểu-mêtricD trong Định nghĩa 1.2.1

là một ánh xạ không liên tục.
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1.2.6 Ví dụ ([10], Example 2.1). Cho X =
{
0, 1,

1

2
, . . . ,

1

n
, . . .

}
và D :

X ×X −→ [0; +∞) xác định bởi

D(x, y) =



0 khi x = y

1 khi x 6= y và x, y ∈ {0, 1}

|x− y| khi x, y ∈
{
0,

1

n
,
1

m

}
,m, n ≥ 2

1

3
khi x 6= y và x, y ∈

{
1,

1

n

}
, n ≥ 2.

Khi đó D là một kiểu-mêtric không liên tục với K = 3.

Chứng minh. Với mọi x, y ∈ X, ta có

D(x, y) ≥ 0,

D(x, y) = 0 khi và chỉ khi x = y,

D(x, y) = D(y, x).

Với mọi x, y1, . . . , yk, y ∈ X, ta cần chứng minh

D(x, y) ≤ 3
[
D(x, y1) + . . .+D(yk, y)

]
. (1.2)

Đặt

σ = D(x, y1) + . . .+D(yk, y).

Chúng ta xét ba trường hợp sau:

Trường hợp 1. D(x, y) = D(0, 1) = 1 hoặc D(x, y) = D(1,
1

n
) =

1

3
với

n ≥ 2. Khi đó σ ≥ 1

3
.

Trường hợp 2.D(x, y) = D(0,
1

n
) =

1

n
với n ≥ 2. Nếu tồn tại i ∈ {1, . . . , k}

sao cho yi = 1 thì σ ≥ 1

3
và nếu với mọi i = 1, . . . , k sao cho yi 6= 1 thì σ ≥ 1

n
.

Trường hợp 3. D(x, y) = D(
1

n
,
1

m
) =

∣∣∣∣1n − 1

m

∣∣∣∣. Nếu tồn tại i ∈ {1, . . . , k}

sao cho yi = 1 thì σ ≥ 1

3
và nếu với mọi i = 1, . . . , k sao cho yi 6= 1 thì

σ ≥
∣∣∣∣1n − 1

m

∣∣∣∣.
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Từ các trường hợp trên, chứng tỏ kết luận (1.2) là đúng. Vậy D là một

kiểu-mêtric trên X với K = 3.

Mặt khác, ta có

lim
n→∞

D

(
1

n
, 0

)
= lim

n→∞

1

n
= 0.

Tuy nhiên

lim
n→∞

D

(
1

n
, 1

)
=

1

3
6= 1 = D(0, 1).

Do đó D không liên tục.
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CHƯƠNG 2

ĐỊNH LÍ ĐIỂM BẤT ĐỘNG ĐỐI VỚI DẠNG

ϕ-CO YẾU SUY RỘNG TRONG KHÔNG GIAN

KIỂU-MÊTRIC VÀ ÁP DỤNG

2.1 Định lí điểm bất động đối với dạng ϕ-co yếu

suy rộng trong không gian kiểu-mêtric

Trong mục này, chúng tôi mở rộng định lí điểm bất động đối với ánh xạ

ϕ-co yếu suy rộng trên không gian mêtric trong [18] sang ánh xạ ϕ-co yếu

suy rộng trong không gian kiểu-mêtric.

2.1.1 Bổ đề. Cho (X,D,K) là một không gian kiểu-mêtric. Nếu dãy {xn}

hội tụ thì điểm giới hạn của nó là duy nhất.

Chứng minh. Giả sử dãy {xn} hội tụ về x và y trong X. Khi đó, với mọi

n ∈ N, ta có

0 ≤ D(x, y) ≤ K
[
D(x, xn) +D(xn, y)

]
.

Cho n→∞ ta được D(x, y) = 0 hay x = y.

Vậy điểm giới hạn của dãy {xn} là duy nhất.

2.1.2 Định lí. Cho (X,D,K) là một không gian kiểu-mêtric đầy đủ, D là

một hàm liên tục và T, S : X −→ X là hai ánh xạ sao cho với mọi x, y ∈ X,

D(Tx, Sy) ≤M(x, y)− ϕ
(
M(x, y)

)
(2.1)
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ở đây ϕ : [0,+∞) −→ [0,+∞) là một hàm số nửa liên tục dưới, không giảm,

ϕ(t) > 0 với mọi t ∈ (0,+∞), ϕ(0) = 0 và

M(x, y) = max
{
D(x, y), D(Tx, x), D(Sy, y),

1

2K

[
D(y, Tx) +D(x, Sy)

]}
.

(2.2)

Khi đó S và T có một điểm bất động chung duy nhất, nghĩa là tồn tại duy

nhất một điểm u ∈ X sao cho u = Tu = Su.

Chứng minh. Trường hợp 1. Tồn tại x, y sao cho M(x, y) = 0. Khi đó x = y

là điểm bất động chung của T và S.

Thật vậy, vì M(x, y) = 0 và

D(x, y) ≤M(x, y), D(Tx, x) ≤M(x, y), D(Sy, y) ≤M(x, y),

nên D(x, y) = D(Tx, x) = D(Sy, y) = 0. Điều này có nghĩa là

x = y = Tx = Ty = Sx = Sy.

Trường hợp 2. Với mọi x, y ta có M(x, y) > 0.

Bước 1. Xây dựng dãy lặp {xn} thỏa mãn lim
n→∞

D(xn, xn+1) = 0.

Lấy x0 ∈ X, đặt x1 = Sx0, x2 = Tx1, x3 = Sx2, . . . Tiếp tục quá trình này

ta chọn được xn ∈ X sao cho x2n+2 = Tx2n+1, x2n+1 = Sx2n với mọi n ≥ 0.

Giả sử n lẻ, từ (2.2) ta có

D(xn+1, xn) = D(Txn, Sxn−1)

≤ M(xn, xn−1)− ϕ
(
M(xn, xn−1)

)
≤ M(xn, xn−1)

= max
{
D(xn, xn−1), D(xn+1, xn), D(xn, xn−1),

1

2K

[
D(xn−1, xn+1) +D(xn, xn)

]}
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≤ max
{
D(xn, xn−1), D(xn+1, xn), D(xn, xn−1),

1

2K

[
K
(
D(xn−1, xn) +D(xn, xn+1)

)]}
= max

{
D(xn+1, xn),D(xn, xn−1)

}
.

Nếu tồn tại n lẻ sao cho max
{
D(xn+1, xn),D(xn, xn−1)

}
= D(xn+1, xn)

thì M(xn, xn−1) = D(xn+1, xn) > 0. Do đó

D(xn+1, xn) ≤ D(xn+1, xn)− ϕ
(
D(xn+1, xn)

)
.

Điều này là vô lí. Vậy với mọi n lẻ , ta có

D(xn+1, xn) ≤ D(xn, xn−1). (2.3)

Giả sử n chẵn, từ (2.2) ta có

D(xn, xn+1) = D(Txn−1, Sxn)

≤ M(xn−1, xn)− ϕ
(
M(xn−1, xn)

)
≤ M(xn−1, xn)

= max
{
D(xn−1, xn), D(xn, xn−1), D(xn+1, xn),

1

2K

[
D(xn, xn) +D(xn−1, xn+1)

]}
≤ max

{
D(xn−1, xn), D(xn, xn−1), D(xn+1, xn),

1

2K

[
K
(
D(xn−1, xn) +D(xn, xn+1)

)]}
= max

{
D(xn, xn+1),D(xn−1, xn)

}
.

Nếu tồn tại n chẵn sao cho max
{
D(xn, xn+1),D(xn−1, xn)

}
= D(xn, xn+1)

thì M(xn−1, xn) = D(xn, xn+1) > 0. Do đó

D(xn, xn+1) ≤ D(xn, xn+1)− ϕ
(
D(xn, xn+1)

)
.

Điều này là vô lí. Vậy với mọi n chẵn, ta có

D(xn, xn+1) ≤ D(xn, xn−1). (2.4)
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Như vậy, từ (2.3) và (2.4) ta suy ra
{
D(xn+1, xn)

}
là một dãy số thực

không tăng và bị chặn dưới bởi 0. Vì thế tồn tại r ≥ 0 sao cho

lim
n→∞

D(xn, xn+1) = lim
n→∞

M(xn, xn−1) = r. (2.5)

Vì ϕ là hàm nửa liên tục dưới nên ta có ϕ(r) ≤ lim inf
n→∞

ϕ
(
M(xn, xn−1)

)
.

Lưu ý rằng, với mọi n ta có

D(xn+1, xn) ≤M(xn, xn−1)− ϕ
(
M(xn, xn−1)

)
. (2.6)

Lấy giới hạn dưới khi n→∞ trong (2.6) và sử dụng (2.5) ta có

r ≤ r − lim inf
n→∞

ϕ
(
M(xn, xn−1)

)
≤ r − ϕ(r).

Vậy ϕ(r) ≤ 0 hay ϕ(r) = 0. Suy ra r = 0. Từ đó ta có

lim
n→∞

D(xn, xn+1) = r = 0.

Bước 2: Chứng minh dãy lặp {xn} là một dãy Cauchy.

Đặt cn = sup
{
D(xj, xk) : j, k ≥ n

}
. Khi đó {cn} là một dãy không tăng.

Nếu lim
n→∞

cn = 0 thì lim
n→∞

sup
{
D(xj, xk) : j, k ≥ n

}
= 0. Nói cách khác, với

mỗi ε > 0, tồn tại n0 sao cho với mọi n ≥ n0 ta có sup
{
D(xj, xk) : j, k ≥ n

}
<

ε. Vậy D(xj, xk) < ε với mọi j, k ≥ n. Chọn n = n0, khi đó với mọi j, k ≥ n0

thì D(xj, xk) < ε. Điều này có nghĩa {xn} là một dãy Cauchy.

Giả sử rằng lim
n→∞

cn = c > 0. Chọn ε <
c

6
, khi đó tồn tại N sao cho với

mọi n ≥ N ta có

D(xn+1, xn) ≤ ε và cn < c+ ε. (2.7)

Vì cN+1 = sup {D(xm, xn) : m,n ≥ N + 1} nên tồn tại m,n ≥ N +1 sao cho

D(xm, xn) > cN+1 − ε ≥ c− ε. (2.8)

Điều này kéo theo

D(xm−1, xn−1) ≥
1

K

[
D(xm, xn)−D(xn, xn−1)−D(xm, xm−1)

]
≥ c− 3ε

K
.

(2.9)
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Mặt khác, từ (2.2) ta có

D(xm, xn) = D(Txm−1, Sxn−1) ≤M(xm−1, xn−1)− ϕ
(
M(xm−1, xn−1)

)
.

(2.10)

Áp dụng (2.9) và ε <
c

6
ta suy ra

M(xm−1, xn−1) = max
{
D(xm−1, xn−1), D(xm, xm−1), D(xn, xn−1),

1

2K

[
D(xn−1, xm) +D(xm−1, xn)

]}
≥ D(xm−1, xn−1)

≥ c− 3ε

K

≥ c

2K
.

Vì M(xm−1, xn−1) ≥
c

2K
và ϕ là một hàm không giảm nên

ϕ
(
M(xm−1, xn−1)

)
≥ ϕ

( c

2K

)
.

Mặt khác, với m,n ≥ N + 1 thì M(xm−1, xn−1) ≤ cN . Do đó, theo (2.10) ta

có D(xm, xn) ≤ cN − ϕ
( c

2K

)
với mọi m,n ≥ N + 1. Từ đó suy ra

cN+1 < cN − ϕ
( c

2K

)
. (2.11)

Từ (2.7), (2.8) và (2.11) ta có c− ε < c+ ε− ϕ
( c

2K

)
. Cho ε→ 0+ ta suy

ra c ≤ c− ϕ
( c

2K

)
. Điều này là vô lí vì c > 0.

Vậy c = 0, nghĩa là {xn} là một dãy Cauchy.

Bước 3. Chứng minh dãy Cauchy {xn} hội tụ về điểm bất động chung của

T và S.

Vì X là một không gian kiểu-mêtric đầy đủ nên tồn tại u ∈ X sao cho

lim
n→∞

xn = u. Hơn nữa lim
n→∞

x2n = u và lim
n→∞

x2n+1 = u.

Tiếp theo, ta chứng minh u = Tu = Su. Thật vậy, giả sử u 6= Tu, khi đó

D(u, Tu) > 0. Suy ra tồn tại N1 ∈ N sao cho với mọi n > N1, ta có

D(x2n+1, u) ≤
1

2
D(u, Tu), D(x2n, u) ≤

1

2
D(u, Tu),
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D(x2n, x2n+1) ≤
1

2
D(u, Tu).

Từ đó suy ra

D(u, Tu)

≤ M
(
u, x2n

)
= max

{
D(u, x2n), D(u, Tu), D(x2n+1, x2n),

1

2K

[
D(u, x2n+1) +D(x2n, Tu)

]}
≤ max

{
D(u, x2n), D(u, Tu), D(x2n+1, x2n),

1

2K

[
D(u, x2n+1) +K

(
D(x2n, u) +D(u, Tu)

)]}
≤ max

{1
2
D(u, Tu), D(u, Tu),

1

2
D(u, Tu),

1

2K

[1
2
D(u, Tu) +

3K

2
D(u, Tu)

]}
= D(u, Tu).

Vậy M(u, x2n) = D(u, Tu).

Khi đó

D(Tu, x2n+1) = D(Tu, Sx2n)

≤ M(u, x2n)− ϕ
(
M(u, x2n)

)
= D(u, Tu)− ϕ

(
D(u, Tu)

)
.

Lấy giới hạn khi n→∞ ta được D(Tu, u) ≤ D(Tu, u)− ϕ
(
D(Tu, u)

)
. Điều

này là mâu thuẫn với D(u, Tu) > 0. Vậy u = Tu.

Ta lại có

D(u, Su) = D(Tu, Su)

≤ M(u, u)− ϕ
(
M(u, u)

)
= D(u, Su)− ϕ

(
D(u, Su)

)
.

Từ đó D(u, Su) = 0 hay u = Tu = Su.

Như vậy, từ Trường hợp 1 và Trường hợp 2 ta suy ra S và T có điểm bất

động chung.
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Cuối cùng, ta chứng minh tính duy nhất của điểm bất động chung của S

và T . Giả sử tồn tại v sao cho v = Tv = Sv. Ta có

D(u, v) = D(Tu, Sv)

≤ M(u, v)− ϕ
(
M(u, v)

)
= D(u, v)− ϕ

(
D(u, v)

)
.

Suy ra D(u, v) = 0. Vậy u = v.

2.2 Áp dụng

Trong mục này, chúng tôi đưa ra một số hệ quả của Định lí 2.1.2 và xây

dựng ví dụ minh họa cho kết quả đạt được.

2.2.1 Hệ quả. Cho (X, d) là một không gian mêtric đầy đủ và T, S : X −→ X

là hai ánh xạ sao cho với mọi x, y ∈ X,

d(Tx, Sy) ≤M(x, y)− ϕ
(
M(x, y)

)
,

ở đây ϕ : [0,+∞) −→ [0,+∞) là một hàm số nửa liên tục dưới, không giảm,

ϕ(t) > 0 với mọi t ∈ (0,+∞), ϕ(0) = 0 và

M(x, y) = max
{
d(x, y), d(Tx, x), d(Sy, y),

1

2

[
d(y, Tx) + d(x, Sy)

]}
.

Khi đó S và T có một điểm bất động chung duy nhất.

Chứng minh. Hệ quả có được bằng cách thay K = 1 trong Định lí 2.1.2.

Lưu ý rằng Hệ quả 2.2.1 tương tự như [18, Theorem 2.1] ngoại trừ giả

thiết không giảm của ϕ. Tuy nhiên, trong chứng minh của [18, Theorem 2.1]

ở trang 77, từ M(xm−1, xn−1) ≥
c

2
. Các tác giả suy ra

ϕ
(
M(xm−1, xn−1)

)
≥ ϕ

(c
2

)
.

Điều này là chưa hợp lí.
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2.2.2 Hệ quả. Cho (X,D,K) là một không gian kiểu-mêtric đầy đủ, D là

một hàm liên tục và T : X −→ X là một ánh xạ sao cho với mọi x, y ∈ X,

D(Tx, Ty) ≤M(x, y)− ϕ
(
M(x, y)

)
,

ở đây ϕ : [0,+∞) −→ [0,+∞) là một hàm số nửa liên tục dưới, không giảm,

ϕ(t) > 0 với mọi t ∈ (0,+∞), ϕ(0) = 0 và

M(x, y) = max
{
D(x, y), D(Tx, x), D(Ty, y),

1

2K

[
D(y, Tx) +D(x, Ty)

]}
.

Khi đó T có điểm bất động duy nhất, nghĩa là tồn tại duy nhất một điểm

u ∈ X sao cho u = Tu.

Chứng minh. Hệ quả có được bằng cách thay S = T trong Định lí 2.1.2.

2.2.3 Ví dụ ([18], Example 2.3). Cho X = [0, 1] và đặt d(x, y) = |x− y| với

mọi x, y ∈ X. Cho Tx =
1

3
x2 và Sx = 0 với mọi x ∈ X.

Khi đó d(Tx, Sy) =
1

3
x2 và

M(x, y) = max

{
|x− y| ,

∣∣∣∣13x2 − x
∣∣∣∣ , |−y| , 12

(∣∣∣∣y − 1

3
x2
∣∣∣∣+ |x|)}

= max

{
|x− y| , x− 1

3
x2, y,

1

2

(
x+

∣∣∣∣y − 1

3
x2
∣∣∣∣)} .

Ta xét các trường hợp sau:

Trường hợp 1. 0 ≤ y ≤ 1

3
x2 . Khi đó

M(x, y) = max

{
|x− y| , x− 1

3
x2, y,

1

2

(
x+

∣∣∣∣y − 1

3
x2
∣∣∣∣)} = x− y.

Trường hợp 2. y ≥ x− 1

3
x2. Khi đó

M(x, y) = max

{
|x− y| , x− 1

3
x2, y,

1

2

(
x+

∣∣∣∣y − 1

3
x2
∣∣∣∣)} = y.
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Trường hợp 3.
1

3
x2 < y < x− 1

3
x2. Khi đó

M(x, y) = max

{
|x− y| , x− 1

3
x2, y,

1

2

(
x+

∣∣∣∣y − 1

3
x2
∣∣∣∣)} = x− 1

3
x2.

Vậy M(x, y) =


x− y khi 0 ≤ y ≤ 1

3
x2

x− 1

3
x2 khi

1

3
x2 < y < x− 1

3
x2

y khi x− 1

3
x2 ≤ y.

Xét hàm số ϕ(t) =
1

6
t với mọi t ∈ [0,+∞). Khi đó ta có

d(Tx, Sy) ≤M(x, y)− ϕ
(
M(x, y)

)
với mọi x, y ∈ X.

Đồng thời, các giả thiết còn lại trong Hệ quả 2.2.1 đều thỏa mãn. Do đó

Hệ quả 2.2.1 áp dụng được cho S và T trên (X, d).

Lưu ý rằng trong tài liệu [18] các tác giả đã tính giá trị

M(x, y) =
1

2

(
x+ y − 1

3
x2
)

khi x− 1

3
x2 ≤ y.

Tuy nhiên kết quả này là chưa chính xác. Kết quả đúng phải là

M(x, y) = y khi x− 1

3
x2 ≤ y.

2.2.4 Ví dụ. Xét X = {0, 1, 2} và D xác định bởi

D(0, 0) = D(1, 1) = D(2, 2) = 0, D(1, 2) = D(2, 1) = 4,

D(0, 1) = D(1, 0) = D(0, 2) = D(2, 0) = 1.

Theo Ví dụ 1.2.5 thì khi đó (X,D,K) là một không gian kiểu-mêtric đầy

đủ với K = 2.

Xét hai ánh xạ T, S : X −→ X xác định bởi

T0 = T1 = T2 = 0, S0 = 0, S1 = 2, S2 = 1.
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Khi đó D(Tx, Sy) = D(0, Sy) =

 0 khi y = 0

1 khi y 6= 0
và

M(x, y) = max
{
D(x, y), D(Tx, x), D(Sy, y),

1

4

[
D(y, Tx) +D(x, Sy)

]}
= max

{
D(x, y), D(0, x), D(Sy, y),

1

4

[
D(y, 0) +D(x, Sy)

]}
.

Ta xét các trường hợp sau:

Trường hợp 1. x = y = 0. Khi đó

M(x, y) = max
{
D(0, 0), D(0, 0), D(0, 0),

1

4

[
D(0, 0) +D(0, 0)

]}
= 0.

Trường hợp 2. x = 0, y = 1. Khi đó

M(x, y) = max
{
D(0, 1), D(0, 0), D(2, 1),

1

4

[
D(1, 0) +D(0, 2)

]}
= 4.

Trường hợp 3. x = 0, y = 2. Khi đó

M(x, y) = max
{
D(0, 2), D(0, 0), D(1, 2),

1

4

[
D(2, 0) +D(0, 1)

]}
= 4.

Trường hợp 4. x = 1, y = 0. Khi đó

M(x, y) = max
{
D(1, 0), D(0, 1), D(2, 0),

1

4

[
D(0, 0) +D(1, 0)

]}
= 1.

Trường hợp 5. x = y = 1. Khi đó

M(x, y) = max
{
D(1, 1), D(0, 1), D(2, 1),

1

4

[
D(1, 0) +D(1, 2)

]}
= 4.

Trường hợp 6. x = 1, y = 2. Khi đó

M(x, y) = max
{
D(1, 2), D(0, 1), D(1, 2),

1

4

[
D(2, 0) +D(1, 1)

]}
= 4.

Trường hợp 7. x = 2, y = 0. Khi đó

M(x, y) = max
{
D(2, 0), D(0, 2), D(1, 0),

1

4

[
D(0, 0) +D(2, 1)

]}
= 1.
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Trường hợp 8. x = 2, y = 1. Khi đó

M(x, y) = max
{
D(2, 1), D(0, 2), D(2, 1),

1

4

[
D(1, 0) +D(2, 2)

]}
= 4.

Trường hợp 9. x = y = 2. Khi đó

M(x, y) = max
{
D(2, 2), D(0, 2), D(1, 2),

1

4

[
D(2, 0) +D(2, 1)

]}
= 4.

Vậy M(x, y) =


0 khi x = y = 0

1 khi y = 0, x 6= 0

4 khi y 6= 0, x ∈ X.

Xét hàm số ϕ(t) =
1

6
t, với mọi t ∈ [0,+∞). Khi đó ta có

D(Tx, Sy) ≤M(x, y)− ϕ
(
M(x, y)

)
.

Đồng thời, các giả thiết còn lại trong Định lí 2.1.2 đều thỏa mãn. Do đó

Định lí 2.1.2 áp dụng được cho S và T trên (X,D,K). Mặc khác, vì

D(2, 1) = 4 > D(2, 0) +D(0, 2) = 1 + 1 = 2

nên D không là một mêtric trên X. Do đó Hệ quả 2.2.1 không áp dụng được

cho S và T trên (X,D).
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ

1 Kết luận

Đề tài đã đạt được những kết quả sau:

- Hệ thống những khái niệm, tính chất cơ bản về dạng ϕ-co yếu và không

gian kiểu-mêtric.

- Thiết lập, chứng minh định lí điểm bất động cho dạng ϕ-co yếu suy

rộng trong không gian kiểu-mêtric và xây dựng ví dụ minh hoạ: Định lí 2.1.2,

Hệ quả 2.2.1, Hệ quả 2.2.2, Ví dụ 2.2.4.

Các kết quả trên đã được trình bày trong Hội nghị sinh viên nghiên cứu

khoa học năm 2013, Trường Đại học Đồng Tháp [17] và một bản thảo bài

báo khoa học đã gửi đăng [7].

2 Kiến nghị

Đề tài có thể được phát triển theo những hướng sau:

- Trình bày ví dụ chứng tỏ nếu bỏ đi giả thiết “không giảm” trong Định lí 2.1.2

thì kết luận không còn đúng nữa.

- Mở rộng Định lí 2.1.2 bằng việc bổ sung thêm một số giá trị mới vào

điều kiện co.
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